
Figure 1. Number of mu lti-gr i d cyc l e s ne e d e d t o c o n ve r g e as a f u n c t i
l o g2 L f o r t he c a s e o f b o n d pe r c o l a t i o n (c i r c l e s ) a n d t h e Is i n

b o t h a t t h e c r i t i c a l p o i n t i n t wo d i me n s i o n s . Th e l i n e s a2 �t s t o t h e p o i n t s .

Th e n u mb e r o f c o n � g u r a t i o n s r a n g e s f r o m 100 t o 1 0 0 0 f o r t

o f L.
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a l g o r i t h ms wh i c h h a v e b e e n s h o wn t o r e d u c e c r i t i c a l s l o

d i � e r e n t s y s t e ms ( f o r r e v i e ws o f c l u s t e r a l g o r i t h ms , s, 2, 2 2, 2 3] ) .

Th e a l g o r i t h m c o u l d a l s o b e u s e d i n o t h e r a p p l i c a t i o n s

b e l i n g , s u c h a s i ma g e a n a l y s i s [ 9] . As a n e x a mp l e , t h e i s s u e o f c o mp o n

l a b e l i n g i s r e l e v a n t t o t h e n e x t g e n e r a t i o n o f h i g h e n e r g
s i n c e o n - l i n e r e c o n s t r u c t i o n o f t r a c e s w i l l d e ma n d f a s

Th i s p r o b l e m i s b e i n g s t u d i e d , f o r e x a mp l e , i n r e l a t i o n

S u p e r c o n d u c t i n g S u p e r c o l l i d e r ( S S C) d e t e c t o r s [ 2 4] .

We b e l i e v e t h a t a l g o r i t h ms o f t h i s k i n d , t o g e t h e r w i t
w i t h a s i mp l e b u t e � e c t i v e c o mmu n i c a t i o n n e t wo r k , w i l
i n f u t u r e s t u d i e s o f c r i t i c a l p h e n o me n a a n d o f l a t t i c e
c o n t i n u u m l i mi t .
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a t e l o n g d i s t a n c e c o n n e c t i o n s a r e s e t on s i n c e t h e s i t e s

t o b e l o n g t o t h e s a me c l u s t e r , a n d t h e y b e c o me f a s t l o n g

n i c a t i o n c h a n n e l s ( d i s p l a y i n g t h e l a b e l s u s i n g c o l o r g r

c h a n g e s d u e t o me r g i n g o f l a r g e p r e c u r s o r s u b - c l u s t e r s

o p e n e d u p ) .
We h a v e i mp l e me n t e d o u r c o d e o n t h e Co n n e c t i o n Ma c h i n

t y p i c a l ma s s i v e l y p a r a l l e l S I MD c o mp u t e r [ 2 1] . He r e t h e ma p p i n g o f t h e

h y p e r c u b i c c o n n e c t i o n s t o t h e p h y s i c a l s t r u c t u r e o f t h

s o me s p e c i � c power of 2 c o mmu n i c a t i o n s , wh i c h a r e a r e e x e
t h e s p e e d o f l o c a l c o mmu n i c a t i o n s . Th e s e a r e ju s t t h e
l o c a l c o mmu n i c a t i o n s wh i c h we n e e d f o r t h e e �c i e n t i mp l
a l g o r i t h m.

I n o r d e r t o t e s t t h e a l g o r i t h m we h a v e a n a l y z e d t wo t y

c a l l y r e l e v a n t c a s e s : t h e b o n d p e r c o l a t i o n mo d e l ( s i t e
p r o b a b i l i t y p) , a n d t h e I s i n g mo d e l , b o t h i n t wo d i me n s i
b e h a v i o r o f t h e l a b e l i n g a l g o r i t h m i s n o t r e l e v a n t f o r t
we a r e r e a l l y i n t e r e s t e d i n i s t h e average t i me t o l a b e l p h

c o n � g u r a t i o n s wh i c h o c c u r i n t h e s i mu l a t i o n o f t h e s e mo

g r e a t e s t a t t h e c r i t i c a l p o i n t s o f t h e mo d e l s [ 1 9] , wh i c h a r e a t p =1
2
f o r t h e

p e r c o l a t i o n mo d e l , a n d t h e Cu r i e t e mp e r a t u r e f o r t h e I s

o b t a i n e d o u r d a t a b y a v e r a g i n g o v e r a l a r g e n u mb e r o f d i
o f t h e s i t e c o n n e c t i o n s , t a k e n f r o m c o n � g u r a t i o n s a t t h e

t wo mo d e l s , i n o r d e r t o g e t s t a t i s t i c a l l y s i g n i � c a n t r e s

o b t a i n t h e s c a l i n g b e h a v i o r o f o u r a l g o r i t h m.
I n F i g . 1 we s h o w t h e a v e r a g e n u mb e r o f i t e r a t i o n s n e e

a s a f u n c t i o n o f l o g2 L f o r t h e c a s e o f b o n d p e r c o l a t i o n ( c i r c l e
I s i n g mo d e l ( s q u a r e s ) . Th e l o g a r i t h mi c s l o w i n g d o wn i s

n o t s e e a n y s i g n o f p o we r - l a w b e h a v i o r ( s o y = 0 ) , o r o f a

t h e l o g a r i t h m. S i n c e e a c h i t e r a t i o n o f t h e a l g o r i t h m i

c y c l e o f l o g2 L s t e p s ( e a c h s t e p t a k i n g t h e s a me a mo u n t o f t i me
c o mp u t a t i o n a l c o mp l e x i t y g o e s a s L( l o gL)2. He n c e t h i s a l g o r i t h m a d d s o n l

a ( l o gL)2 t e r m t o t h e o v e r a l l s l o w i n g d o wn o f a s p i n mo d e l c l u

We h a v e e x p e r i me n t e d w i t h ma n y v a r i a t i o n s a n d o p t i mi
a l g o r i t h m ( s e e r e f . [ 2 0] ) . Th e s e c a n g r e a t l y i n c r e a s e t h e p e r f o r m

a l g o r i t h m, a n d ma k e a s u b s t a n t i a l d i � e r e n c e i n a r e a l i s
l a r g e l a t t i c e s .

Ou r a l g o r i t h m i s v e r y g e n e r a l , a n d c a n b e a p p l i e d t o a
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p e r f o r ma n c e d e g r a d e s v e r y f a s t w i t h i n c r e a s i n g v o l u me ,

b e c a u s e c l u s t e r s a t a s e c o n d o r d e r p h a s e t r a n s i t i o n a r e

c l u s t e r wh o s e d i a me t e r i s o f o r d e r L, a n d f o r a n y l o c a l

t h e mi n i mu m l a b e l h a s t o d i � u s e a c r o s s t h i s l a r g e c l u s t e

Ou r me t h o d i s b a s e d o n t wo ma i n i d e a s . Th e � r s t i s t o u s
a p p r o a c h i n p r o p a g a t i n g c l u s t e r l a b e l s . Bo o l e a n c o n n e
2m, f o r m = 1 ; :: : ; l�1 ( wh e r e t h e l a t t i c e s i z e L � 2l) , a r e b u i l t i n t h e x a n d

t h e y d i r e c t i o n ( i n t h e d = 2 c a s e ) b y a l o g i c a l AND o f c o n

m� 1 . Fo r e x a mp l e , t h e d i s t a n c e 2 c o n n e c t i o n b e t we e n s i tx i s
s e t on i f s i t e s i a n d i + ^x a n d s i t e s i + ^x a n d i + 2 ^x a r e b o t h c o n n e c t e d . Th i s
i s d o n e i n a l l d i r e c t i o n s o f t h e l a t t i c e , f o r a l l l e v e l s
a l g o r i t h m wo r k s f o r a l a t t i c e o f a n y d i me n s i o n a l i t y .

Th e s e c o n d i d e a i s t h a t i n t e r - s i t e c o n n e c t i o n s c a n b

me a n s t h a t a c o n n e c t i o n ( b e t we e n t wo s i t e s a t a g e n e r i c
wa s o r i g i n a l l y o� c a n b e d e c l a r e d t o b e on i f a t a n y t i me d u
p r o c e s s t h e t wo s i t e s a r e f o u n d t o h a v e t h e s a me l a b e l , i n
t h a t t h e y mu s t b e l o n g t o t h e s a me c o n n e c t e d c l u s t e r . C l

b e t we e n t wo s i t e s a t a d i s t a n c e M c a n i n t h i s wa y b e on e v

p a t h b e t we e n t h e t wo s i t e s c o n t a i n s s i t e s b e l o n g i n g t o
c o mp o n e n t s : t h e e x i s t e n c e o f a n on c o n n e c t i o n b e t we e n t

p l i e s t h a t a c o n n e c t e d p a t h j o i n i n g t h e t wo s i t e s e x i s t
i mp r o v e me n t g r e a t l y r e d u c e s t h e n u mb e r o f i t e r a t i o n s n e

t h e � n a l v a l u e s o f t h e l a b e l s .

Th u s , d u r i n g o n e mu l t i - s c a l e l a b e l u p d a t i n g c y c l e e a
t u r n a t e a c h o f i t s 2 d n e i g h b o r s a t a l l l e v e l s mo f t h e mu l
I t w i l l u p d a t e i t s l a b e l wh e n n e c e s s a r y a n d updat e i t s connect i o

t h e l e v e l m� 1 c o n n e c t i o n s , a n d a l s o u s i n g c o n n e c t i o n i m

c y c l e o f t h e a l g o r i t h m s we e p s a l l l c o n n e c t i o n l e v e l s , a

s o l v e s t h e t r i v i a l c a s e wh e r e a l l c o n n e c t i o n s a r e on.

C l e a r l y a t t h e b e g i n n i n g o f t h e d y n a mi c a l p r o c e d u r e
c o n n e c t i o n s a r e a l l o�, a n d d u e t o t h e f r a c t a l s t r u c t u r e

w i l l t a k e ma n y i t e r a t i o n s b e f o r e a s i g n i � c a n t n u mb e r o f l

t i o n s a r e i mp r o v e d . I t i s t h u s v e r y u s e f u l t o t a i l o r t h e
l e v e l s a s a f u n c t i o n o f t h e c y c l e n u mb e r [ 2 0] : a l o we r d e p t h i s u s e f u l a t t h

b e g i n n i n g , wh i l e u s i n g l o n g e r d i s t a n c e c o n n e c t i o n s i s m
e n d o f t h e p r o c e d u r e . He r e we j u s t s h o w r e s u l t s f o r t h e s

t h e d e p t h i s c o n s t a n t . Wh a t e v e n t u a l l y h a p p e n s i s t h a t s
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t h a t t h e s a me l o we r b o u n d f o r t h e d y n a mi c a l c r i t i c a l e x p

t o c l u s t e r s c h e me s a n d t o t h e mi x e d c l u s t e r mu l t i - g r i d] ) . Th e

ma i n p r o b l e m i s i n c l u d i n g wh a t we k n o w a b o u t t h e l a r g e d

o f t h e s y s t e m i n t h e u p d a t i n g s c h e me s .

I n t h i s n o t e we p r o p o s e a r e g u l a r , c o mp l e t e l y s y n c h r
a l g o r i t h m f o r c l u s t e r l a b e l i n g . We s h o w t h a t i t d o e s n o t

l a w c o mp u t a t i o n a l s l o w i n g d o wn ( i . e . y = 0 ) i n t h e t wo c a s

p e r c o l a t i o n a n d I s i n g mo d e l s a t t h e i r c r i t i c a l p o i n t s .

t i v e o n a g e n e r a l S I MD ma c h i n e w i t h s o me v e r y b a s i c n o n - l
I n t h e f o l l o w i n g we w i l l a s s u me t h a t t h e ma c h i n e a l l o w s v

c a t i o n b e t we e n s i t e s wh i c h a r e a d i s t a n c e o f 2m s i t e s a wa y i n a n y d i r e c t i o n
o f t h e p h y s i c a l l a t t i c e . Th e s e a r e t h e o n l y n o n - l o c a l
i n o r d e r t o b u i l d a n a l g o r i t h m wh i c h i s n o t a � e c t e d b y p

d o wn . No t e t h a t t h e s e a r e t h e s a me c o n n e c t i o n s t h a t a r e r
e �c i e n t l y i mp l e me n t a Fa s t Fo u r i e r Tr a n s f o r m a l g o r i t h m
wo u l d b e p r o v i d e d , f o r e x a mp l e , b y a ma c h i n e w i t h a h y p e
We t h i n k t h a t t h e r e s u l t s we p r e s e n t h e r e s t r o n g l y s u p p o

k i n d o f e � e c t i v e n o n - l o c a l c o mmu n i c a t i o n f o r t h e n e x t g e

c o mp u t e r s .
Ou r me t h o d h a s s o me s i mi l a r i t i e s w i t h t h e o n e p r o p o s

Ta ma y o a n d Yo r k [ 1 9] , i n t h a t i t i s a S I MD, mu l t i - g r i d s t y l e a
h o we v e r i t i s mu c h s i mp l e r , a n d s e e ms t o h a v e b e t t e r s c a l
w i l l r e p o r t i n a s e p a r a t e p a p e r [ 2 0] o n s o me v a r i a t i o n s a n d i mp r o v e me n t

t h i s a l g o r i t h m, a n d t h e p e r f o r ma n c e o f t h e s e d i � e r e n t m
a mo r e d e t a i l e d c o mp a r i s o n t o t h e me t h o d o f B r o we r et al .

Th e s i mp l e s t l o c a l c o mp o n e n t l a b e l i n g a l g o r i t h m o n a
c o mp u t e r i s b a s e d o n l a b e l p r o p a g a t i o n [ 1 0, 1 9] . We s t a r t w i t h a d i � e r e n t
l a b e l o n e a c h s i t e , a n d w i t h a l i s t o f � r s t n e i g h b o r c o n n e

wh e t h e r a g i v e n p a i r o f s i t e s i s c o n n e c t e d o r n o t ( t h e

v a r i a b l e s i n t h e f o l l o w i n g : o�me a n s n o c o n n e c t i o n i s p r
t h a t t h e r e i s a c o n n e c t i o n ) . E a c h s i t e t h e n l o o k s t o i t s

r i g h t a n d b e l o w) , a n d i f i t i s c o n n e c t e d t o t h i s n e i g h b
n e i g h b o r i n g l a b e l , i f i t i s l e s s t h e n i t s o wn l a b e l . E v e
s i t u a t i o n i s r e a c h e d wh i c h g i v e s a c o r r e c t l a b e l i n g o f

l a b e l o f a c l u s t e r b e i n g t h e mi n i mu m i n i t i a l l a b e l o f a
c l u s t e r . Th i s a l g o r i t h m s u � e r s f r o m c o mp u t a t i o n a l s l o

t h e c a s e s o f i n t e r e s t ( s p i n a n d p e r c o l a t i o n mo d e l s a t t
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wh i c h y i s z e r o , t h e a d v a n t a g e s o f c l u s t e r u p d a t e a l g o r i

l o c a l a l g o r i t h ms ma y b e o � s e t b y t h e c o mp u t a t i o n a l c o mp

t h e c l u s t e r s .

Th i s c o u l d b e t h e c a s e i f o u r c o mp u t e r we r e p a r a l l e l r a

t i a l , i n wh i c h c a s e t h e p r o b l e m o f c o mp o n e n t l a b e l i n g i
c a t e d [ 1 0] . He r e t h e i n f o r ma t i o n r e g a r d i n g t h e c o n n e c t i v i t

i c a l p a r t o f t h e l a t t i c e i s o n l y c o n t a i n e d i n a s i n g l e p

i n f o r ma t i o n f a r a wa y ( o n t h e l a t t i c e , a n d h e n c e a l s o o n

t a k e a l o n g t i me . Ou r a i m i s t o � n d a p a r a l l e l l a b e l i n g
c o mp u t a t i o n a l s l o w i n g d o wn ( i . e . y = 0 ) . Be c a u s e o f o u
wh i c h we w i l l c l a r i f y i n t h e f o l l o w i n g , we w i l l c o n s i d e
t h e p a r a l l e l c o mp u t e r i s a S i n g l e I n s t r u c t i o n Mu l t i p l e D

I n o r d e r t o h a n d l e c r i t i c a l s l o w i n g d o wn , a p a r a l l e l

s o me p h y s i c a l s w i t c h i n g c a p a b i l i t i e s a l l o w i n g f a s t a n d
t i o n s b e t we e n r e g i o n s t h a t a r e f a r a wa y i n t h e p h y s i c a l s
s i mu l a t i o n . I t d o e s n o t s e e m p o s s i b l e , d e e p i n t h e c r i t
p l e t e l y a v o i d a l l f o r ms o f n o n - l o c a l d a t a t r a n s mi s s i o n

p a t t e r n s o f s w i t c h i n g n e t wo r k s r e q u i r e c o mp l e x h a r d wa

c o s t a n d t h e p o t e n t i a l f a i l u r e r a t e o f t h e s y s t e m, we a r e
a l g o r i t h ms wh i c h r u n o n ma c h i n e s w i t h s i mp l e c o mmu n i c a t

h a v e g o o d a s y mp t o t i c s c a l i n g b e h a v i o r .
Ou r e � o r t i s t h u s a l s o a i me d t o wa r d s a b e t t e r c o mp r e h e

t u r e s t h a t w i l l b e r e q u i r e d i n t h e n e x t g e n e r a t i o n o f c

f o r l a t t i c e QCD. On ma c h i n e s w i t h a s p e e d o f t h e o r d e r o
r e f s . [ 1 3, 1 4, 1 5, 1 6] f o r i n f o r ma t i o n o n t h e d i � e r e n t p r o j e c t s , s

a r e a l r e a d y a t a v e r y a d v a n c e d s t a g e ) , l a t t i c e QCD wi l l
l a r g e c o r r e l a t i o n l e n g t h s , f o r b o t h t h e g a u g e i n t e r a c t

I t s e e ms t h a t t h e u s e o f s o me n o n - l o c a l a l g o r i t h ms w i l l b

e s s e n t i a l : e � e c t i v e mu l t i - g r i d me t h o d s w i l l b e p r o b a b

t h e q u a r k p r o p a g a t o r s , a n d c l u s t e r a l g o r i t h ms c o u l d p l

i n s p e e d i n g u p t h e p u r e g a u g e d y n a mi c s . Ma n y o f t h e s e ma

s o me k i n d o f S I MD a r c h i t e c t u r e , a n d t h e t o p o l o g y o f t h e
w i l l b e v e r y i mp o r t a n t . Fo r a d e d i c a t e d ma c h i n e , k e e p i n
s i mp l e a s p o s s i b l e i s a c r u c i a l g o a l , b u t o n t h e o t h e r h a n

o f s u p p o r t i n g a l l t h e r e l e v a n t a l g o r i t h ms .
Th e i d e a s wh i c h ma k e c l u s t e r a l g o r i t h ms e � e c t i v e a r e

g r i d me t h o d s ( s e e f o r e x a mp l e t h e Al a n S o k a l l e c t u r e n o t] , a n d t h e f a c t
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Ou r u n d e r s t a n d i n g o f c r i t i c a l p h e n o me n a , c o n n e c t e d

o f s o me t y p i c a l l e n g t h s c a l e o f a s y s t e m, h a s b e n e � t e d

s c a l e n u me r i c a l s i mu l a t i o n s . L a r g e c o mp u t e r p o we r a n d m

p r o b e t h e t h e o r i e s d e e p i n t o t h e c r i t i c a l r e g i o n , a l l o

u n d e r s t a n d i n g o f r e n o r ma l i z a t i o n g r o u p a n d s c a l i n g i d
d o wn i s t h e t y p i c a l d r a wb a c k o f a l a r g e s c a l e s i mu l a t i o n
i f t h e c o r r e l a t i o n l e n g t h � o f t h e s y s t e m i s b e c o mi n g l a r

w i l l h a v e a c o r r e l a t i o n t i me ( t h e n u mb e r o f i t e r a t i o n s

s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t c o n � g u r a t i o n ) � � �z , wh e r e t h e d y n a mi c a l c r i t i c a
e x p o n e n t z � 2 [ 1, 2] .

Th e p r o p o s a l o f S we n d s e n a n d Wa n g [ 3] t o c o mb a t c r i t i c a l s l o w i n g d o w
e x p l o i t s t h e Fo r t u i n - Ka s t e l e y n r e p r e s e n t a t i o n [ 4] o f t h e I s i n g s p i n mo d e l [ 5] .
Th e p a r t i t i o n f u n c t i o n c a n b e r e wr i t t e n a s a s u m o v e r p e

( o r , a c c o r d i n g t o t h e v e r y i l l u mi n a t i n g l a n g u a g e o f r e f .] , a s a j o i n t s p i n - l i n k
mo d e l ) . Us i n g t h i s e q u i v a l e n c e we c a n i mp l e me n t n o n - l o
s y s t e m b y u p d a t i n g wh o l e c l u s t e r s o f s p i n s a t a t i me . Al t
c r i t i c a l s l o w i n g d o wn i s n o t c o mp l e t e l y e l i mi n a t e d [ 7] , t h e me t h o d i s g e n e r a l l y

e � e c t i v e b e c a u s e t h e ma x i mu m c l u s t e r s i z e d i v e r g e s wh e

l e n g t h d i v e r g e s , s o we c a n ma k e v e r y l a r g e n o n - l o c a l c h a
p o i n t .

Th e d o mi n a n t c o mp u t a t i o n a l a s p e c t o f t h i s a l g o r i t h m i
o f t h e c l u s t e r s . Th i s i s t h e c l a s s i c p r o b l e m o f c o n n e c t

i n g [ 8, 9] : o n a d - d i me n s i o n a l l a t t i c e o f V = Ld s i t e s , we h a v e l i n k s b e t we e n

n e i g h b o r i n g s i t e s wh i c h c a n b e on ( a c o n n e c t i o n ) o r o� ( n o
o u r g o a l i s t o e n d u p w i t h t h e s a me l a b e l o n a l l c o n n e c t e d
l a b e l s f o r a l l d i s c o n n e c t e d c l u s t e r s .

L e t u s d e � n e a c o mp u t a t i o n a l e x p o n e n t y f o r t h i s p r o b l

t i me t o l a b e l t h e c o n n e c t e d c o mp o n e n t s s c a l e s a s y mp t o t id +y. Fo r a

Mo n t e Ca r l o s i mu l a t i o n , t h i s c o s t i s c o mp o u n d e d b y t h e n

n e e d e d t o g e n e r a t e a n i n d e p e n d e n t c o n � g u r a t i o n , wh i c hz a t t h e

c r i t i c a l p o i n t [ 1, 2] . On a s e r i a l ma c h i n e , l a b e l i n g a l g o r i t h ms

wh i c h a r e g u a r a n t e e d t o s c a l e n o t wo r s e t h a n V l o gV , s o t h a t y = 0 ( s e e
r e f s . [ 8, 1 0, 1 1, 1 2] f o r a d i s c u s s i o n o f s e q u e n t i a l l a b e l i n g a l g
me a n s t h a t t h e o v e r a l l c o mp u t a t i o n a l c o s t o f a Mo n t e Ca r

a l g o r i t h m a t t h e c r i t i c a l p o i n t w i l l s c a l e a s Ld +z. Fo r a g e n e r a l l a b e l i n g
a l g o r i t h m, t h e o v e r a l l c o s t w i l l a l s o i n c l u d e a f a c t o ry f o r t h e c o mp o n e n t
l a b e l i n g . He n c e i f f o r s o me r e a s o n we c a n n o t u s e a l a b e
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Abstract

e intro uce a si ple ul ti -scal e al ori t for connecte co po-

nent l a el i n on paral l el co puters, w i c we appl to t e pro l e

of l a el i n cl usters i n spi n an percol ati on o el s. e s owt at i t i s

onl l o ari t i cal l sl owe own i n t e cri ti cal l i i t of on perco-

l ati on an t e Isi n o el . e al so i scuss, i n l i t of t e propose

era op co puters opti i ze f or l atti ce au e t eori es an ot er l at-

ti ce pro l e s, t e i ni u re ui re ents f or si pl e co puter swi tc -

oar arc i tectures f or w i c one cane ci entl i pl e ent ul ti - scal e

al ori t s to t cri ti cal sl owi n own.

(a): P e r ma n e n t Ad d r e s s : Di p a r t i me n t o d i F i s i c a , Un i v e r s
Vergat a, Vi a E . Ca r n e v a l e , 0 0 1 7 3 Ro ma , I t a l y .


